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摘 要： 基于印制电路板（ＰＣＢ）支撑结构的特点，建立了支撑布局拓扑优化的分析模型：利用无质量实体单元
模拟支撑部分；利用自由度凝聚技术建立ＰＣＢ板及其元器件的子结构模型，从而大大缩减了优化的计算量．在优化分
析模型基础上，利用渐进优化方法推导出结构支撑单元的删除敏度并建立了基于 ＡＮＳＹＳ的计算方法，分析了支撑刚
度对支撑布局优化的影响．最后通过优化实例验证了优化方法的正确性．
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１ 引言

电子设备的工作环境通常都比较复杂，总存在着或

多或少的随机振动干扰．当环境干扰频率接近设备固有
频率时，电子设备就可能会因发生共振而引起系统的失

效．因此，结构设计时应使结构固有频率远离干扰频率，
而提高结构固有频率就是一种常用的措施之一．但电子
设备的结构设计（尤其是 ＰＣＢ板）通常由电子线路和电
子元器件的要求确定［１～３］，而留给结构的设计空间很

小．因此通过优化 ＰＣＢ板的支撑布局来提高结构抗干
扰性能成为一种切实可行的措施之一［４］．

ＰＣＢ板的支撑布局设计通常由经验确定，或在已知
支撑形式和数量的情况下，通过遗传算法来实现支撑位

置的最优布局［１，２］，而利用拓扑优化进行设计的比较

少［５］．这些设计或优化都是以一定的人为经验为指导进
行的支撑布局设计，往往不是最优设计．

本文利用子结构技术和渐进结构优化方法，建立了

ＰＣＢ板支撑布局的拓扑优化模型，从理论上推导了单元
删除敏度，分析了支撑刚度对支撑布局优化的影响，并

通过实例验证了方法的正确性

２ ＰＣＢ板支撑布局优化模型建立

ＰＣＢ板的支撑布局拓扑优化和普通的结构拓扑优
化不同，它的优化对象是结构的支撑布局而不是结构本

身的拓扑形状．ＰＣＢ板的支撑布局优化模型由两个部分
组成：由 ＰＣＢ板及板上电子元器件构成的 ＰＣＢ组件部
分和由支撑单元构成的支撑部分．其结构如图１所示．
支撑部分是布局优化的可行域（黑色部分）；而 ＰＣＢ（褐
色部分）和电子元器件（浅蓝色）为固定结构，属于支撑

布局优化的约束条件．
支撑部分可采用无质量弹簧单元模拟［６，７］，但该方

法建模麻烦，直观性差，同时由于一个空间节点需用 ３
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个弹簧模拟，增加了设计变量．为此本文提出采用实体
单元进行模拟，一端和 ＰＣＢ板组件相连，另一端采用固
结方式约束．

２．１ 支撑部分的简化模型

支撑部分考虑的仅仅是对结构的刚度影响，因此

可略去质量，即认为支撑部分的材料密度为０．在分析
过程中可指定非常小的材料密度值，如１×１０－１０ｋｇ／ｍ３．

支撑布局拓扑优化就是通过改变支撑部分单元材

料的分布布局，获得在满足给定支撑材料条件下 ＰＣＢ
板的最大频率，因此优化模型可表示为

ｍａｘ
Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ
：ω

２
ｊ

Ｓ．Ｔ．：
ＣＴＸ≤Ｃ
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





 １
０

（１）

式中，ωｊ为ＰＣＢ板组件的第 ｊ阶圆频率，它与固有频率
ｆｊ的关系为ωｊ＝２πｆｊ；Ｘ为支撑材料分布向量，０表示没
有材料即该单元被删除，而１表示该单元有材料；Ｃ为
支撑位单元材料列向量；Ｃ为期望支撑材料总体约束
值，即期望总体支撑材料大小．
２．２ ＰＣＢ板的自由度凝聚

ＰＣＢ板组件结构固定，在优化过程中保持不变．如
果每次迭代都对该部分进行离散分析，将占用大量计

算时间．为此本文采用子结构方法对 ＰＣＢ板组件进行
自由度凝聚［８］，以减少自由度数量．同时只需对 ＰＣＢ板
组件凝聚计算一次，即可在优化迭代中读取凝聚结果，

优化效率会大大提高．
根据振动理论，ＰＣＢ板组件无阻尼自由振动方程

为［１０］

Ｋｕ＋Ｍｕ̈＝０ （２）
式中，Ｋ为刚度矩阵，Ｍ为结构质量矩阵，ｕ为结构位
移向量．

将ＰＣＢ板组件的自由度划分为两部分：主自由度
和副自由度．由于板的低阶振动主要集中在 ＰＣＢ板平
面上，根据组自由度定义原则［８］，可定义 ＰＣＢ板平面自
由度为主自由度，其余自由度为副自由度．经整理式
（２）各矩阵可表示为

ｕ＝
ｕｍ

ｕ[ ]ｓ ，Ｍ＝ Ｍｍｍ Ｍｍｓ

Ｍｓｍ Ｍ[ ]ｓｓ ，Ｋ＝ Ｋｍｍ Ｋｍｓ

Ｋｓｍ Ｋ[ ]ｓｓ （３）

式中，上标 ｍ表示主自由度，ｓ表示副自由度．
设 ＰＣＢ板组件的第 ｊ阶模态圆频率为ωｊ，则式（２）

的第 ｊ阶模态方程为
Ｋｍｍ Ｋｍｓ

Ｋｓｍ Ｋ[ ]ｓｓ ｕｍ

ｕ[ ]ｓ －ω２ｊ Ｍ
ｍｍ Ｍｍｓ

Ｍｓｍ Ｍ[ ]ｓｓ ｕｍ

ｕ[ ]ｓ ＝０（４）
由式（４）的第二个方程得

ｕｓ＝－（Ｋｓｓ－ω２ｊ（Ｍｓｓ）－１）（Ｋｓｍ－ω２ｊ（Ｍｓｍ））ｕｍ （５）
对于低阶频率，从被缩减掉自由度上的惯性力和

从主自由度传递过来的弹性力相比较小可忽略［８，１０］．略
去式（５）中的动力耦合量，得

ｕｓ＝－（Ｋｓｓ）－１Ｋｓｍｕｍ （６）
为了表述的方便，令

Φｃ＝－（Ｋｓｓ）－１Ｋｓｍ （７）
将式（６）代入式（４），可得经自由度凝聚后的动力方

程为

ＭＧ̈ｕｍ＋ＫＧｕｍ＝０ （８）
式中，刚度矩阵和质量矩阵分别为

ＫＧ＝Ｋｍｍ＋（Φｃ）ＴＫｓｍ （９）
ＭＧ＝Ｍｍｍ＋（Φｃ）ＴＭｓｓΦｃ＋ＭｍｓΦｃ＋（Φｃ）ＴＭｓｍ（１０）
由式（８）可知，经过自由度凝聚变换后，ＰＣＢ板组件

子结构的自由度数量大为降低，同时优化过程可重复

读取这个凝聚结果，而不必重新离散和计算．

３ 单元删除敏度分析

渐进结构优化法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，
ＥＳＯ）于 ９３年由谢忆民等提出［１０］，现已应用于多个领
域［１１］．其主要思想是通过将无效或低效的单元逐步去
掉，最终使结构逐渐趋于最优化［１２］．

单元的删除通过一定的规则来评判．通过判断单
元删除对优化目标值的影响，即计算单元删除敏度来

决定删除哪些单元．
根据振动理论，ＰＣＢ板的模态方程可表示为［１１］

（Ｋ－ω２ｊＭ）ｕｊ＝０ （１１）
式中，ωｊ表示第ｊ阶模态圆频率，ｕｊ为第ｊ阶模态频率
对应的特征向量．

式（１１）两边分别左乘 ｕＴｊ，得

ω
２
ｊ＝
ｕＴｊＫｕｊ
ｕＴｊＭｕｊ

（１２）

根据模态质量 ｍｊ和模态刚度ｋｊ的定义
ｍｊ＝ｕＴｊＭｕｊ
ｋｉ＝ｕＴｊＫｕｊ

（１３）

因此第 ｊ阶优化目标值可表示为

ω
２
ｊ＝
ｋｊ
ｍｊ

（１４）

假设从结构中删除单元 ｉ，由于单元删除而使目标
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值ω
２
ｊ的变化量Δω

２
ｊ可表示为

Δω
２
ｊ＝Δ

ｋｊ
ｍ( )
ｊ
＝１ｍｊ
（Δｋｊ－ω２ｊΔｍｊ） （１５）

设删除单元 ｉ对整体振型的变化很小，即

Δｍｊ≈－（ｕｅｊ）Ｔｉ（Ｍｅ）ｉ（ｕｅｊ）ｉ
Δｋｊ≈－（ｕｅｊ）Ｔｉ（Ｋ）ｅｉ（ｕｅｊ）ｉ

（１６）

式中，上标 ｅ表示单元，而下标 ｉ表示编号为ｉ的单元．
根据式（１６），单元 ｉ的删除敏度αｉ表示为

αｉ＝
１
ｍｊ
ω
２
ｊ（ｕｅｊ）Ｔｉ（Ｍｅ）ｉ（ｕｅｊ）ｉ－（ｕｅｊ）Ｔｉ（Ｋｅ）ｉ（ｕｅｊ）( )ｉ

（１７）
由于支撑部分的材料密度为０，因此单元 ｉ的删除敏度
可简化为

αｉ＝
－１
ｍｊ
（ｕｅｊ）Ｔｉ（Ｋｅ）ｉ（ｕｅｊ）ｉ （１８）

对归一化处理的模态分析，有 ｍｉ＝１．因此单元删
除敏度的求解更为简便．

由于（Ｋｅ）ｉ为半正定矩阵，αｉ≤０，因此最大频率支
撑布局优化是一个递减模型，即结构的最大频率随着

单元的删除递减．每次单元删除时需删除αｉ最大的几
个单元，以确保最终优化结果为该条件下的最大频率

最优支撑布局．

４ 基于ＡＮＳＹＳ的优化实施方法

本文利用 ＡＮＳＹＳ软件和 Ｃ＃语言开发了优化程
序．优化的目的是获得支撑部分离散结构的单元状态
表，该表表征每个单元的状态，１为保留单元，０为删除
单元．基于ＡＮＳＹＳ的渐进拓扑优化流程见图２．

首先通过ＡＮＳＹＳ的 ＡＰＤＬ建立 ＰＣＢ板组件的有限
元模型，定义结构的可优化部分（支撑部分）和固定部

分，并形成支撑部分单元的初始状态表．然后通过 ＡＮ
ＳＹＳ读取单元信息表进行
结构的模态分析，输出模

态频率和振型等结果，利

用式（１８）计算单元删除敏
度并排序比较，确定被删

除的单元并更新单元状态

表．由于敏度αｉ≤０，因此
需要删除敏度最大的单

元，每次删除的数量通常

为总单元数量的１％左右．
最后根据优化中止条件判

断是否结束，如不满足条

件则重复上述过程，直到

满足中止条件．

５ 支撑刚度对布局优化的影响

为研究支撑刚度对优化结果的影响，分别用不同

的刚度值对图 １所示模型进行对比分析．设 ＰＣＢ板的
弹性模量为１×１０７Ｐａ，支撑材料弹性模量１×１０ｎＰａ，其
中指数为 ｎ＝４，５，６，７，８，９，１０，１１．支撑部分离散为 ３０
×２０×１个实体单元，每次删除４个．
５．１ 目标函数趋势分析

取结构的一阶模态频率最大作为优化目标，即 ｊ＝
１．由于ω２１相差较大，为更清楚对比各优化实例间ω２１
随迭代次数 Ｉ的变化规律，利用ω２１初值（Ｉ＝０）相等的
原则进行处理．

由于优化目标值ω
２
１随着支撑刚度指数 ｎ和迭代

次数Ｉ的改变而改变，即

ω
２
１＝ｆ（Ｉ，ｎ） （１９）

为使每个实例的ω
２
１初值相等，刚度指数为 ｎ时缩

放系数ｐ可表示为
ｐ＝ｍａｘ（ｆ（０，ｎ））／ｆ（０，ｎ） （２０）

因此缩放后新的目标函数（ω
２
１）ｅｑｕｉ可表示为

（ω
２
１）ｅｑｕｉ＝ｐｆ（Ｉ，ｎ） （２１）

式中，下标 ｅｑｕｉ表示处理后的等效目标值．经上述等量
化处理后，迭代次数 Ｉ与（ω２１）ｅｑｕｉ的关系见图３．

由图３可以看出：
（１）目标值（ω２１）ｅｑｕｉ随 Ｉ（支撑材料的删除）的增加而

递减．这是由于随着支撑单元的删除，结构刚度减小，
导致结构频率变小．

（２）当支撑刚度远小于结构刚度时（图中 ｎ≤４），目
标函数和迭代次数近似线性关系．这是由于支撑刚度
远小于结构刚度引起支撑部分的局部模态［１３］．此时
ＰＣＢ板组件近似为刚体，而支撑部分近似为并联的弹簧
系统，因此整体结构近似为多个相同无质量并联弹簧

的质量弹簧系统，单元的删除近似去掉弹簧，故呈线性

变化规律．
（３）当支撑刚度远大于结构刚度（图中 ｎ≥１０），整

体结构的目标函数趋势相同（曲线重合）．这是因为当
支撑刚度远大于 ＰＣＢ板组件刚度，引起结构低阶振动
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为 ＰＣＢ板组件部分的局部模态，因此支撑刚度的增加
并不能带来整体结构模态频率的增加．

为研究支撑刚度对结构模态频率的影响．分别取
不同的支撑刚度在同样支撑布局情况下（Ｉ＝０时）ＰＣＢ
板组件模态频率的影响，支撑刚度 Ｅ和优化目标函数
的ω

２
１的对数关系见图４．

从图４可以看出，当支撑刚度较小时，支撑部分可
近似等效为多个相同弹簧并联，因此支撑刚度和ω

２
１近

似为线性关系；而当支撑部分刚度较大时，ω
２
１并不随着

支撑刚度的增加而增加，这是因为此时支撑部分的刚

度相对ＰＣＢ板为刚性，因此此时的模态为 ＰＣＢ板的局
部模态［１３］．
５．２ 拓扑形状结果分析

对应上述分析实例，相应的最优支撑拓扑结构如

图５所示．

从图５可看出，结构的拓扑形状随着支撑材料的变
化而变化．当支撑材料刚度远离结构刚度时，即整体结
构进入局部模态时，支撑刚度对支撑拓扑结构影响很

小或无影响；而当支撑刚度接近 ＰＣＢ刚度时，支撑刚度
对最优支撑拓扑布局的影响较大．

６ 优化分析实例

该实例在 ＰＣＢ板上添加了５个元器件，其支撑结
构模型如图 ６所示．支撑部分离散为 ４０×３０×１的单
元，支撑材料为１×１０１２Ｐａ，每次迭代删除８个单元．优
化过程中优化目标ω

２
１和迭代次数 Ｉ的关系见图７．

当 Ｉ＝１００和 Ｉ＝１４９时支撑拓扑结构分别如图 ８
和图９所示．

７ 结论

本文根据支撑布局优化的特点建立了 ＰＣＢ板支撑
布局优化模型，利用无质量材料实体模型模拟结构的

支撑部分，同时利用子结构技术建立了非优化结构的

缩减模型，大大降低了计算量．在此基础上利用渐进结
构优化方法，推导了支撑布局优化的单元删除敏度，并

分析了支撑结构刚度对结构拓扑分析的影响．最后利
用两个计算实例验证了该优化模型的可行性和正确

性．
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